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Часть 2

СТАТИСТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

ВВЕДЕНИЕ

 Данное пособие предназначено студентам – физикам и соответ-
ствует программе по теоретической физике. В основу изложения поло-
жены лекции, которые автор читал много лет на физико – математичес-
ком факультете ПГПИ. Несущественной переработке коснулись вопро-
сы, относящиеся к неравновесной термодинамике, так как начало их
дано в Части 1 курса “Термодинамика”.

Статистическая физика изучает свойства тех же объектов, что и
термодинамика. Однако, она учитывает микроскопическое строение тел,
выдвигая модели их внутреннего строения. Благодаря этому статисти-
ческая физика может ответить на вопрос: почему явление происходит
именно так (напомним: термодинамика может ответить на вопрос: как
происходит явление). В основе статистической физики лежат либо клас-
сические закономерности (классическая статистическая физика), либо
квантовые закономерности (квантовая статистическая физика). Имея
дело с огромным числом структурных частиц, статистическая физика
опирается на закономерности теории вероятности, ибо невозможно за-
дать одновременно начальные условия для всех структурных частиц.
Поэтому на смену детерминистического описания процессов (как в клас-
сической механике) приходит вероятностное, статистическое их описа-
ние. Но это не лишает выводов статистической физики объективности,
достоверности. Вместе с тем, выводы теории справедливы лишь в рам-
ках той модели, которая предлагается при рассмотрении вопроса.

Методами статистической физики пользуются не только для опи-
сания свойств агрегатных состояний вещества, но и для установления
свойств как систем элементарных частиц, так  и звездных скоплений.

В статистической физике даются обоснования термодинамическим
понятиям и положениям. С этой точки зрения статистическая физика
является более общей физической теорией, чем термодинамика. Связь
между ними устанавливается принципом соответствия.

Помимо последовательного построения классической  и кванто-
вой статистической физики, рассматривающих равновесные состояния
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объектов, в конце курса мы вернемся к элементам неравновесной тер-
модинамики, ведя изложение на уровне микроскопической теории, на-
чало которой на макроскопическом, феноменологическом уровне было
дано в Части 1 нашего пособия.

В пособии отсутствуют задачи и упражнения, так как параллель-
но данному пособию автор готовит задачник – практикум по обеим
частям курса, по термодинамике и статистической физике.

Д.ф.- м.н., Почетный профессор ПГПИ  Г.А.Розман
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Основные понятия и предмет статистической физики

Для описания поведения большого числа частиц в классической
механике используются координаты и проекции импульсов (скоростей).
Каждое состояние много частичной физической системы (фазы) можно
осуществить различным расположением ее структурных частиц, имею-
щих возможный в данном состоянии набор координат и проекций им-
пульсов. Такая совокупность микросостояний макросистемы называ-
ется статистическим ансамблем. Пусть имеется система, состоящая из
N  бесструктурных частиц. Для задания ее какого-либо микросостояния
требуется знать  3N  координат и  3N  проекций импульсов, т.е. всего  6N
обобщенных координат. Введем представление о воображаемом (чисто
математическом)  6N- мерном фазовом пространстве, в котором состо-
яние фазы макросистемы задается одной (фазовой) точкой. Переход от
одного фазового состояния макросистемы в другое будет изображаться
в фазовом пространстве перемещением фазовой точки. В результате
“появится” фазовая траектория. Какой бы сложной не была эта фазо-
вая траектория, одно достоверно: траектория не должна пересекать саму
себя. Это следует из однозначности решения уравнений движения струк-
турных частиц физического тела .

Подсчитаем фазовый объем, который предоставлен движению
одной частицы идеального газа, обладающей тремя степенями свобо-
ды. Так как состояние этой частицы в фазовом объеме определяется 6-ю
обобщенными координатами (3-я пространственными координатами
x,y,z  и  3-я проекциями импульса, то элемент фазового объема одной
частицы (по определению) запишется так:

( )( ),dpdqd =µ (1)
где последняя запись является символической.
Проинтегрируем выражение (1):
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При получении формулы (2) был сделан переход к сферическим коорди-
натам в пространстве импульсов, а также использовано соотношение
для кинетической энергии частицы идеального газа:
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Составим снова выражение для элементарного фазового объема
одной частицы, выразив его через энергию этой частицы:

( ) dEEmVd 2
1

2
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22πµ = . (3)

Учитывая, что в простейшем случае все частицы идеального газа
одинаковы, и исходя из определения составления фазового объема (1),
получим для фазового объема, занимаемого всеми частицами идеаль-
ного газа, и элемент его, следующие выражения:
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где  ( )( )( )∫∫ ∫ ∫==
N
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Из формул (3) и (4) следует, что фазовый объем, в котором воз-
можны состояния или одной частицы, или всего идеального газа, про-
порционален интервалу изменения энергии частицы или частиц газа dE
( энергия частицы или частиц газа заключена в интервале от Е до E+dE).
Чем больше этот интервал, тем вероятнее нахождение частиц в состоя-
ниях, соответствующих фазовому объему µd  или dГ. Сформулирован-
ное утверждение математически можно записать так:

dГdW ρ= , (5)
где  dW определяет вероятность того, что статистическая система зани-
мает фазовый объем dГ, причем, энергия частиц принимает значения в
интервале от Е  до  E+dE.

Формула (5) определяет новую величину  ρ , которая имеет смысл
плотности вероятности нахождения статистической системы в фазовом
объеме  dГ с энергией в указанном выше интервале значений:

.
dГ
dW

=ρ (6)

Эту функцию называют также функцией статистического распре-
деления. Ниже мы покажем, что знание этой функции позволяет рассчи-
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тать средние значения физических характеристик системы, находящей-
ся в статистическом равновесии. Отсюда непосредственно следует, что
нахождение функции статистического распределения является важной,
по сути дела основной задачей статистического описания состояния
равновесных систем.

Так как система обязательно находится в одном из своих микро-
состояний, то полная вероятность какого либо состояния системы  нор-
мируется на единицу:

∫ ∫ == .1dГdW ρ (7)

Формула (7) носит название “условие нормировки”.

Теорема Лиувилля

Состояние статистической системы в фазовом пространстве опре-
деляется фазовой точкой. Надо иметь ввиду, что мы рассматриваем рав-
новесное состояние системы. Но и в этом случае из-за изменения состо-
яний частиц системы (из-за их непрерывного движения, столкновений и
взаимодействия) будет изменяться и положение фазовой точки. После-
довательное изменение состояния системы во времени будет изображать-
ся фазовой траекторией. Чем ближе состояния системы к ее равновесно-
му состоянию, тем гуще будут располагаться фазовые точки.

Далее будем рассматривать не саму равновесную систему, а ее стати-
стический ансамбль, т.е. совокупность подобных систем, каждая из кото-
рых находится в одном из возможных микросостояний исходной систе-
мы. Будем следить за передвижением фазовых точек  этих систем ансамб-
ля.  Фазовые точки, соответствующие определенным фазовым микросос-
тояниям, неуничтожимы, их можно рассматривать как “частицы” фазо-
вой “жидкости” и применить к ним уравнение непрерывности:

,
t

jdiv
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ρr

(8)

где  j
r

- плотность потока фазовых точек из некоторого фазового объема,
−ρ плотность этих фазовых точек, пропорциональная вероятности на-

хождения статистической системы в рассматриваемом фазовом объеме.
Уравнение (8) записано для трехмерного пространства. Чтобы

обобщить его на наше 6N-мерное фазовое пространство, проанализи-
руем его. В развернутом виде его можно записать так:
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Учитывая, что  vj
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ρ=  , составляя производные от произведений и
группируя члены, получаем:
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где первый член – полная производная по времени, он получается, если
соединить правую часть с первыми тремя членами слева.

Обобщим это выражение на 6N – мерное фазовое пространство, в
котором обобщенными координатами являются 3N пространственных
координат и 3N проекций импульсов всех N частиц:
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где первый индекс соответствует номеру частицы, а второй – проекции
на три оси координат- x,y,z, точка над обобщенной координатой сим-
волически обозначает скорость изменения этой обобщенной координа-
ты (напомним: у каждой частицы 6 обобщенных координат – 3 простран-
ственные координаты и 3 проекции импульса).

Рассмотрим одну пару членов, стоящих под знаком суммы:
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Считая рассматриваемую систему замкнутой (в этом случае ее энер-
гия остается постоянной и система может находиться в равновесии), для
описания движения ее частиц воспользуемся уравнениями Гамильтона:
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Подставим уравнения (11) в сумму (10):
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т.е. все пары членов под знаком суммы в выражении (9) равны нулю. И
тогда это выражение (9) принимает вид:

0=
dt
dρ

. (12)

Равенство (12) утверждает, что в состоянии статистического рав-
новесия плотность фазовых точек, соответствующих системам статис-
тического ансамбля, или функция статистического распределения, ос-
тается постоянной, не изменяется со временем для системы, находящей-
ся в равновесии.

.Const=ρ (13)
 В этом и состоит содержание теоремы Лиувилля.
Теореме Лиувилля можно придать другое определение. В силу  не

уничтожимости фазовых точек, соответствующих системам статисти-
ческого ансамбля,  их число в некотором объеме остается постоянным:

2211 ГГ ∆=∆ ρρ
Учитывая утверждение (13), получаем, что в состоянии статисти-

ческого равновесия, фазовый объем, занимаемый статистическим ан-
самблем, остается постоянным:

.21 ГГ ∆=∆ (14)
Заменяя статистическую систему ее статистическим ансамблем, мы

воспользовались утверждением так называемой эргоидной гипотезы:
описание статистической системы при наблюдении ее во времени экви-
валентно описанию ее микроскопического ансамбля, взятого в какой-
то момент времени. Следует отметить, что эргоидная гипотеза не имеет
до сих пор, однако, строгого доказательства.

Функция ρ  - функция энергии системы

Введенная выше функция  ρ  имеет двоякий смысл. Во-первых, она
определяет плотность фазовых точек статистического ансамбля, соот-
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ветствующего системе, состоящей в статистическом равновесии. С дру-
гой стороны, чем больше эта функция, тем вероятнее соответствующее
состояние системы. Поэтому функция ρ называется также функцией
статистического распределения. Определяя равновесное состояние сис-
темы, функция ρ  должна быть функцией сохраняющихся величин дан-
ной системы, носящих название интегралов движения. Известно, что
имеется 7 интегралов движения: энергия, три проекции импульса систе-
мы и 3 проекции ее момента импульса . Однако, выбором системы от-
счета можно свести число интегралов движения до одного (в этой СО
физическое тело не движется поступательно и не вращается). Таким об-
разом, можно считать, что функция статистического распределения яв-
ляется функцией только энергии.

Дадим этим рассуждениям математическое обоснование. Восполь-
зуемся доказанной выше теоремой Лиувилля:

0=
dt
dρ

 . (12)

Предположим, что функция ρ  является функцией энергии систе-
мы:

( ).Еρρ = (15)
Раскроем выражение (12):

0............11

11

11

11
=+

∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

t
p

pt
q

qt
t

t
ρρρ

(16)

Упростим задачу, будем рассматривать статическое состояние си-
стемы, т.е.
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Тогда полная энергия системы есть ни что иное, как функция Га-
мильтона  E=H  и ( ).Нρρ =   Поэтому мы можем воспользоваться урав-
нениями Гамильтона:
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и переписать (16) с учетом (17) так:
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Легко видеть, что каждая пара членов в (19) с учетом (18) равна 0.
Поэтому сделанное предположение, что функция статистического рас-
пределения является функцией энергии системы (15), справедливо.

Микроканоническое распределение

Рассмотрим статистическую систему, находящуюся в адиабатичес-
кой оболочке. Если отвлечься от флуктуационных процессов (в класси-
ческих системах) или от проявления соотношений неопределенностей
Гейзенберга (в квантовых системах), то энергия системы не будет изме-
няться во времени. Статистическая система будет обладать одним мик-
роканоническим состоянием. И статистическое описание такого случая
называется микроканоническим распределением. Математическое опи-
сание микроканонического распределения осуществляется при помощи
так называемой  δ - функцией Дирака:*

( ) ( ).0EEConstЕ −⋅= δρ (20)
Эта функция обладает рядом свойств, для наших целей важны два:

( ) ,00 =− ЕЕδ  если ;0ЕЕ ≠   и   ( ) ,0 ∞=− ЕЕδ  если .0ЕЕ =
Графическое изображение мик-

роканонического распределения
представлено на рис.1.

В действительности все реаль-
ные системы не находятся в адиаба-
тических  оболочках и взаимодей-
ствуют с окружающими телами. По-
этому вместо микроканонического
распределения статистических систем
используется каноническое распреде-
ление,  к описанию которого мы и
переходим.

Каноническое распределение Гиббса

Реальные системы практически всегда взаимодействуют с окружа-
ющими телами, которые мы в дальнейшем будем называть термоста-
том. Пусть наша система составляет малую часть по сравнению с тер-

Рис.1.

ρ

E0
0E

* Подробно и доступно о свойствах δ -функции Дирака см. Я.Б.Зельдович  Высшая
математика для начинающих   М., “Наука”, 1970 г., с.504-520
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мостатом, но, вместе с тем, содержит большое число структурных час-
тиц. Хотя именно из-за взаимодействия частиц системы с частицами
термостата и происходит обмен энергией и устанавливается статисти-
ческое равновесие, но мы пренебрежем этим взаимодействием. Основа-
нием этому является то, что взаимодействие, в основном, осуществляет-
ся через поверхностно расположенные частицы, число которых пропор-

ционально  2R , где R – радиус сферы, объем которой равен объему си-
стемы. В то же время число объемно расположенных частиц пропорци-

онально 3R , т.е. на порядок больше. Поэтому внутренняя энергия на-
шей системы на порядок больше ее энергии взаимодействия с частица-
ми термостата. Тогда полная энергия системы и термостата, в силу ад-
дитивности  энергии, равна:

,0ЕЕЕполн += (21)

где 0ЕиЕ - энергии системы и термостата соответственно.
Так как система и термостат образуют замкнутую систему, то

.0dEdEdEполн += (22)
Функция статистического распределения системы ρ , нахождени-

ем вида которой мы занимаемся, является одновременно плотностью
вероятности состояния, и в данной задаче мультипликативна, так как
описывает независимые друг от друга состояния рассматриваемой сис-
темы и термостата:

.0ρρρ ⋅=полн (23)
Составим натуральный логарифм равенства (23):

.lnlnln 0ρρρ +=полн

Составим полный дифференциал от обеих частей этого равенства,
учитывая при этом, что ( ) ( ) ( ).;; 00 ЕЕEполнполн ρρρρρρ === :

,lnlnln 00
0

dE
E

dE
Е

dE
Е полнполн
полн

ρρρ
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∂
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∂
∂

=
∂

∂

или

.111
0

0

0

0
dE

E
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Е
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полн ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

Воспользуемся равенством (22), заменив слева полнdE , и сгруппи-
руем члены с одинаковыми дифференциалами:
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Так как система и термостат независимы друг от друга и не обме-
ниваются энергией, то 0dEиdE  произвольны.. Но тогда предыду-
щее равенство может выполняться лишь тогда, когда выражения, сто-
ящие в скобках, заведомо равны нулю. Откуда получаем:

.111

0

0

0 ЕЕЕполн
полн

полн ∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

Это означает, что величина Е∂
∂ρ

ρ
1

 имеет одно и то же значение и

для системы, и для термостата, и для их вместе, что возможно, если это
выражение является постоянной величиной:

Const
Е

=
∂
∂ρ

ρ
1 = .α (24)

Из (24) непосредственно следует:

( ) ЕеСЕ αρ ⋅= . (25)
где  С – постоянная интегрирования.

Формула (25) дает решение поставленной задачи – нахождение
функции        статистического    распределения -  канонического рас-
пределения Гиббса. Далее мы выясним смысл величин  С  и  .α

Константу С  определим, используя условие нормировки, смысл
которого состоит в том, что система обязательно находится в одном из
своих возможных состояний. Условие нормировки приравнивается к
единице, так как полная сумма всех возможных плотностей вероятнос-
ти данной системы (по договоренности) не может превышать полную
достоверность, равную единице. Итак:

∫ ∫ == ,1,1 dГеСилиdГ Еαρ

откуда

.1

∫
=

dГе
С

Еα (26)

где
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∫ dГе Еα =Z (27)

называется статистическим интегралом и имеет важное значение в ста-
тистической физике.

Чтобы статистический интеграл имел конечное значение, коэффи-
циент  α  должен быть отрицательным числом. Заменим коэффициент
α  обратной ему величиной и выведем знак минус явно:

.
1
Θ

−=α (28)

Очевидно что величина  Θ  заведомо положительная величина,
имеющая размерность энергии (чтобы показатель степени был безраз-
мерной величиной). Формула (27) принимает вид:

∫ Θ
−

= .dГeZ
E

(29)

Величина  Θ  называется статистической температурой или моду-
лем канонического распределения. Ниже мы выясним смысл этих на-
званий. Теперь мы можем написать явное выражение функции распре-
деления Гиббса, объединяя формулы (25)-(29):

.

∫ Θ
−

Θ
−

=

dГе

е
Е

Е

ρ
(30)

Объясним появление названия  “статистическая температура” у
величины Θ . Рассмотрим два тела, находящиеся в равновесном состоя-
нии как по отдельности, так и между собой. Для всей системы двух тел
можно написать формулу (30) так:

,Θ
−

=
Е

Сеρ

где  .21 ЕЕЕ +=
Для каждого тела, находящегося в равновесном состоянии, так же

можно написать формулу канонического распределения:

.; 2

2

1

1

2211
Θ

−
Θ

−
==

ЕЕ

еСеС ρρ
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На основании теоремы умножения вероятностей можно написать:

21 ρρρ ⋅=
или

.2

2

1

1

21
Θ

−
Θ

−
Θ

−
=

ЕЕЕ

еСеССе
После сокращения на постоянные множители, из равенства экспо-

нент следует равенство:
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В силу произвольных значений энергий  21 ЕиЕ  последнее равен-
ство возможно, если  .21 Θ=Θ=Θ  Величина  Θ  у всех тел, находящих-
ся в статистическом равновесии, одна и та же. Аналогично определяет
равновесное состояние и термодинамическая температура Т. Из-за этой
аналогии величина Θ  получила название статистической температуры.
Однако, ниже мы установим, что наименование (размерность) величин
Θ и    Т   -  разное, т.е. обе величины являются разными физическими
величинами. Можно сказать, что Θ   является статистическим аналогом
термодинамической температуры. Логично эту величину называть ос-
новной характеристикой статистического равновесного состояния, от-
сюда следует и второе название Θ  - модуль (т.е. основная величина)
канонического распределения.

Расчет статистического интеграла

Из вида функции распределения Гиббса видна роль статистичес-
кого интеграла, учитывающего все возможные состояния во всем фазо-
вом пространстве, занимаемого системой. Поэтому первоочередной за-
дачей будет расчет статистического интеграла. Упростим задачу и бу-
дем рассматривать статистическую систему – идеальный газ. На приме-
ре расчета статистического интеграла идеального газа мы познакомим-
ся с “техникой” подобных расчетов и для более сложных систем.
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По определению идеального газа, его частицы обладают только
кинетической энергией, поэтому

∑ ∑∑∑ ==== ,p
m2
1

m2
p

2
mv

ЕЕ 2
i

2
i

2
iкин

i

где предполагается, что все частицы газа - одного сорта и

,2
3

2
2

2
1

2
iiii pppр ++=

индекс  i  принимает значения от  1  до  N-полное число частиц в системе,
вторые  нижние индексы соответствуют осям  координат : 1=х ,
2=y, 3=z.

По определению
 dГ=(dQ)(dP)= ....... 211312112221131211 dpdpdpdpdqdqdqdqdq

Итак:

( )∫ ∑
Θ

−= ,......)
2

exp( 1211

2

dQdpdp
m

p
Z i

где знак интеграла символически включает в себя 3N интегралов по
пространственным координатам и 3N  интегралов в импульсном про-
странстве..

Каждой частице предоставляется для движения один и тот же гео-
метрический объем, поэтому  3N  - кратный пространственный интег-
рал можно разбить на произведение  N  трехкратных  интегралов. По-
этому 3N- кратный пространственный интеграл равен

( )∫ = ,NVdQ

где

∫∫∫= 131211 dqdqdqV .

Рассчитаем  3N-кратный интеграл в импульсном пространстве.
Представим экспоненту в виде произведения :
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2
iiii pppp ++=

Так как все частицы одинаковы, то  3N-кратный интеграл в про-
странстве импульсов можно записать так:
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( )∫ ∫∑
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Перейдем к сферическим координатам:

.sin2
321 ϕθθ dddppdpdpdp iiiii =

В силу изотропности пространства можно произвести интегриро-
вание по углам:

∫ ∫ ∫ ∫
∞ ∞
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Θmπ
где использовано значение несобственного интеграла  Пуассона.

Составим полное выражение статистического интеграла идеаль-
ного газа:

( ) .2 2
3 NN

ид mVZ Θ= π (31)

Расчет средней энергии идеального газа

Предварительно получим формулу для расчета среднего значения
любой физической величины. Пусть некая физическая величина  х  при-
нимает ряд дискретных значений  ,.....,, 321 кхххх причем значение  1х
искомая величина принимает при измерениях ее  1n раз, значение  2х -
соответственно 2n раза и т.д. Среднее значение искомой величины оп-
ределим формулой:
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(32)

   N
nW i

i =  по определению вероятность измерения i -го значения вели-

чины x ,  ∑=
i

inN .
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Если рассматриваемая величина имеет непрерывный спектр зна-
чений, то формула (32) преобразуется так:

∫= ,хdWх (33)

где
dГdW ρ= . (34)

Итак,

∫= .dГхх ρ (35)

Так как в классической физике физические величины изменяются
непрерывно, то расчет средней энергии идеального газа будем произво-
дить по формуле (35):

∫
∫
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∫∫ =====
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∂
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(35*)

Интеграл, вошедший в последнее выражение, есть ни что иное, как
статистический интеграл для идеального газа, рассчитанный выше –
формула  (31). Поэтому

( ) .2ln 2
3
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Учтем, что  ,,
1 2

Θ∂
∂
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∂
∂

Θ
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α
α  тогда

.
2
3

ln 2
3

2 Θ=Θ
Θ∂
∂

Θ= NE
N

(36)

Сравним (36) с выражением для внутренней энергии идеального газа,
получаемого на основе молекулярно-кинетических представлений (см.
учебник для средней школы “Физика-10” и лекции по “Общей физике”):

.
2
3 NkTЕ = (37)
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Получаем, что введенная нами статистическая температура  Θ
имеет непосредственную связь с термодинамической температурой:

.кТ=Θ (38)
Именно поэтому величина  Θ  - модуль канонического распреде-

ления  -  получила название “статистическая температура”. Как и тер-
модинамическая температура  Т , статистическая температура  Θ  в со-
стоянии равновесия у всех частей системы (или у всех систем ансамбля)
должна быть одной и той же. Как отмечалось выше, наименование у
этих величин разное: термодинамическая температура измеряется в кель-
винах, статистическая температура – в джоулях.

Из формулы (38) следует, что у одноатомных частиц, имеющих три
степени свободы, на каждую степень свободы приходится в среднем энер-

гии  kT
2
1

. Выше мы рассматривали идеальный газ, частицы которого

обладают только кинетической энергией. Если же частицы обладают и
потенциальной энергией, то, на основании вириальной теоремы, утвер-
ждаем, что и на потенциальную энергию, приходящуюся на одну сте-

пень свободы, также в среднем приходится энергии kT
2
1

. В качестве

примера можно привести классический гармонический осцилятор, об-
ладающий как кинетической, так и потенциальной энергией. В случае

одномерного движения полная средняя энергия осцилятора равна  kT
2
1

.

Полученный результат носит название теоремы о равномерном распреде-
лении энергии по степеням свободы. Так как каждая составляющая энергии
классического осцилятора выражается через квадратичное выражение

,
2

,
2

22











==

хЕ
м
рЕ пот
х

кин
α

то у теоремы есть другое определение: на каждый квадратичный член в

выражении энергии в среднем приходится энергия kT
2
1

.

Мы не раз слышали, что электромагнитному полю сопоставляет-
ся температура. Поясним происхождение этого “парадокса”. Дело в том,
что каждой поляризованной электромагнитной волне сопоставляется
осцилятор. Так как в любом направлении могут распространяться две
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электромагнитные волны, имеющих взаимно перпендикулярные плос-
кости поляризации, то их энергию (фактически энергию сопоставляе-
мых им осциляторов) можно приравнять к   кТ . Так как  νhЕ = , то

можно составить равенство  kTh =ν , откуда и следует, что состоянию
электромагнитного поля можно сопоставить температуру. Логичнее
говорить не о Т, а о Θ , так как именно статистическая температура
измеряется в энергетических единицах.

Совпадение среднего и вероятностного значений
физической величины

Выше мы рассчитали среднее значение внутренней энергии иде-
ального газа. Но мы же при этом использовали функцию статистичес-
кого распределения и результаты должны носить вероятностный, а не
средний  характер. Чтобы устранить возникшее сомнение, покажем, что
в системах, состоящих из большого числа структурных частиц средние
и вероятностные значения физических характеристик совпадают и тем
точнее, чем из большего числа структурных частиц состоит система.

Используя формулы (34) и (4), составим следующее выражение:

dEECedГdW
NE 1

2
3

−

Θ
−

== ρ . (39)

Формула (39) дает возможность найти вероятное значение энер-
гии, для чего составим условие экстремума функции

  :/
1

2
3 −

Θ
−

==
NE

ECedEdWf  ,0=f
dE
d

откуда получаем вероятностное значение энергии:

.1
2
3

Θ





 −= NEвер

Составим следующее выражение:

0⇒
−

Е
ЕЕ вер , если N ∞→ .

Отсюда делаем вывод, что среднее и вероятностное значения со-
впадают тем лучше, чем из большего числа частиц состоит система.
Полученный вывод справедлив для любой физической величины, ха-
рактеризующей состояние статистической системы.
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Распределения Максвелла и Больцмана

Покажем, что в распределении Гиббса содержаться как частные
случаи распределение Максвелла (распределение частиц системы по
импульсам или по их проекциям) и распределение Больцмана (распре-
деление частиц во внешнем поле).

Выше мы получили следующее выражение для распределения Гиббса:

.exp, 1
1

−
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=















Θ
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Θ
−= ∫ ZdГECEеxpСρ

Ранее мы рассматривали идеальный газ, поэтому под энергией Е
подразумевалась суммарная кинетическая энергия частиц газа. Но газ
как целая статистическая система может находится во внешнем поле и
поэтому частицы газа будут обладать общей потенциальной энергией.
Таким образом в общем случае и для идеального газа под энергией  Е
нужно понимать алгебраическую сумму :поткин ЕиЕ

поткин ЕЕЕ += . (40)
Далее будем рассматривать не плотность вероятности, а вероят-

ность  dW  того, что частицы обладают импульсами в интервалах от  iр

до ii dpp + , и  координаты их распределены в интервалах от iq до

ii dqq + :

,exp dГЕECdW поткин 
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где  ( ) ( ) ( )( ).,, dPdQdГqЕЕрЕЕ поткин ===
Представим  (41) так:

( ) ( )

,

expexp 21

БольцманаМаксвелла

поткин

dWdW

dQECdРECdW

⋅=

=







Θ
−⋅








Θ
−=

где
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( ),exp1 dРECdW кин
М 








Θ
−= (42)

( ),exp2 dQEСdW пот
Б 








Θ
−= (43)

C= .21 CC ⋅
Распределение  (42) называется распределением Максвелла по им-

пульсам, распределение (43) называется распределением Больцмана час-
тиц статистической системы во внешнем поле.

Рассмотрим более подробно свойства распределения Максвелла.

Распределение Максвелла

Мы продолжаем рассматривать идеальный газ, систему отсчета
свяжем с сосудом, в котором находится газ. Тогда полная кинетическая
энергия частиц идеального газа будет равна сумме кинетических энер-
гий этих частиц:

.
2

2

∑=
i

i
кин m

рЕ

Учитывая, что ( ) ).....)()(( 321 dpdpdpdP = , выражение (42) можно пе-
реписать так:

( ) ( ).......
2

exp
2

exp 2

2
2

21

2
1

1 dp
m
pCdp

m
pCdWM 











Θ
−











Θ
−=

Так как все частицы газа одинаковы (такова наша модель идеально-
го газа), то множители, относящиеся к отдельным частицам, отличаются
только индексами. Поэтому продолжим анализ, рассматривая далее толь-
ко множители, относящиеся к одной из частиц. Вместе с тем, следует на-
помнить, что выводы статистической физики справедливы для систем,
содержащих большое число структурных частиц. В нашем случае расчеты
упрощаются именно потому, что все частицы тождественны.

Итак,

( ) ,.......321
N

idWdWdWdWdW =⋅⋅=
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или
.sin

2
exp

2
exp

2
2

2

ϕϑϑ dddpp
m
pC

dpdpdp
m
pCdW

ii
i

i

iziyix
i

ii












Θ
−=

=⋅⋅










Θ
−=

(42*)

В последнем выражении сделан переход от декартовых координат
к сферическим. В отсутствии внешнего поля все направления равноправ-
ны (пространство изотропно), поэтому можно произвести интегриро-
вание по углам, что даст постоянный множитель π4 . На  Рис.2 каче-

ственно представлена функция
( )

.
i

ii

dp
pdW

 При малых значениях импуль-

са  основной вклад вносит степенная функция  ,2р  при больших  – экс-

поненциальный  множитель    .
2

exp
2












Θ
−

m
pi

   Это означает, что имеется

наиболее вероятное значение  .,верiр , которое можно определить, состав-
ляя условие экстремума функции

.
2

exp
2

2
























Θ
−⋅

m
p

р i
i

Вместо изучения распределе-
ния частиц по модулю импульса
(скорости), можно записать рас-
пределение частиц по проекциям
импульса (скорости):

( ) =
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2
,

2
,

2
,

, 2
exp

.
2

exp
2

exp
2

exp ,
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Рис. 2.
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 И распределение снова распадается на три множителя по трем рав-
ноправным и независимым осям координат:

( ) xi
xi

xixixi dp
m
p

CpdW ,

2
,

,,, 2
exp















Θ
−= . (44)

Построим качественно график функции  
( )
xi

xixi

dp
pdW

,

,,
 (рис. 3).

Обратим внимание на различие
последних двух графиков. Но никако-
го противоречия нет. Дело в том, что
первый график построен для положи-
тельной величины, поэтому график
располагается в  одном  квадранте .
Когда же мы рассматриваем график
проекции, которая может быть как
положительной, так и отрицательной
величиной, график расположиться в
двух квадрантах.

Вероятность как положительных, так и отрицательных проекций
импульса одинакова. Именно поэтому максимум графика приходится
на нулевое значение проекции.

Распределение Больцмана

Выше мы показали, как распределение Гиббса распадается на два
независимых распределения, на распределение Максвелла и распреде-
ление Больцмана. Мы рассматриваем идеальный газ, поэтому под по-
тенциальной энергией частиц газа нужно понимать их энергию взаимо-
действия с внешним полем. В следующем параграфе мы применим рас-
пределение Больцмана к рассмотрению поляризации полярных моле-
кул. Сейчас же покажем на простом примере проявление свойств рас-
пределения Больцмана.

Запишем формулу (43):

( )dQEСdW пот
Б 





Θ

−= exp . (43)

Рис. 3.

( )
xd

dW
ρ

ρ

0 xρ
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Так как потенциальную энергию частиц идеального газа (в силу
ее аддитивности) можно представить в виде суммы:

∑=
i

iпотпот ЕE , ,

 а

iПdqdQ =)( ,

то выражение (43) распадется на множители вида:

).(exp ,
i

iпот
iБ dq

E
Сdw 








Θ

−=

Константу  iС  определим из условия нормировки, которое в этом
случае утверждает, что частица обязательно находится в пределах рас-
сматриваемого объема.

Решим частную задачу. Пусть наш газ находится в поле тяжести
Земли. Выбрав нулевой уровень в системе отсчета “Земля” на поверхно-
сти Земли, можем записать:

.

exp

exp

0
∫
∞









Θ
−









Θ
−

=

dhdydxmgh

dhdydxmgh

dwБ

Так как подынтегральная функция не зависит от переменных  x и
y, то числитель и знаменатель можно сократить на величину площадки

dydx , расположенной параллельно поверхности земли (мы рассматри-
ваем небольшой участок, его можно считать плоским). С точки зрения
теоремы умножения вероятностей можно утверждать, что распределе-
ние по высоте не зависит от распределения на данной высоте.

Итак,

.

exp

exp

0
∫
∞









Θ
−









Θ
−

=

dhmgh

dhmgh

dwБ
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Из полученного выражения следует, что вероятность распределе-
ния частиц идеального газа по высоте в поле тяжести Земли имеет экс-
поненциальный характер убывания с увеличением высоты над землей.
Эксперимент свидетельствует, что такое поведение молекул воздуха
удовлетворительно лишь на малых высотах. Это естественно, если
учесть, что атмосфера Земли не состоит из частиц идеального газа. А
главное, атмосфера Земли не находится в статистическом равновесии, о
чем свидетельствуют циклоны и антициклоны, перемешивающие тол-
щу земной атмосферы.

Из полученного закона (с той же точностью) следуют и такие иде-
ализированные формулы для концентрации молекул воздуха на разных
высотах, плотности его частиц и давления:

,exp;exp;exp 000 







Θ
−=








Θ
−=








Θ
−=

mghppmghmghnn hhh ρρ

где индекс  0 определяет значение величины у поверхности земли.

Поляризация диэлектриков, имеющих постоянный
электрический момент

Применим распределение Больцмана для расчета поляризации
диэлектриков, помещенных во внешнее электрическое поле, структур-
ные частицы которых имеют постоянный электрический момент. Из-за
непрерывного, хаотичного движения структурных частиц диэлектрика
при КТ 0≠ , направление каждого дипольного момента, несмотря на
ориентирующее действие внешнего электрического поля, будет случай-
ным. Только в среднем будет наблюдаться преимущественная ориента-
ция дипольных моментов вдоль направления внешнего поля. Этот факт
дает нам право рассматривать данное явление на основе статистичес-
ких законов.

Так как энергия взаимодействия отдельного дипольного момента
с внешним электрическим полем равна:

( ) ( ) ,coscos ϑEpEpЕрЕрЕпот −=−=−=
rrrr

где  ϑ,, Ep
rr  -  соответственно электрический момент одной структур-

ной частицы среды,  вектор напряженности внешнего электрического
поля и угол между этими векторами,  то  среднее  значение  проекции
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электрического момента на направление внешнего поля, которое мы
совместим с осью  ОZ, равно:

.
cosexp

cosexpcos

∫

∫









Θ









Θ
⋅

=
dГpE

dГpEp
pz

ϑ

ϑϑ

Подынтегральное выражение не зависит от кинетической энергии
(от импульсов), поэтому под dГ можно понимать геометрический объем
(трехкратный интеграл по импульсам в числителе и в знаменателе со-
кращаются). Далее целесообразно перейти к сферическим координатам.
И снова интегралы по r  и  ϕ в числителе и знаменателе сокращают-

ся и мы получаем следующее выражение для zр :

.
sincosexp

sincosexpcos

∫

∫









Θ









Θ
=

ϑϑϑ

ϑϑϑϑ

dpE

dpEp
pz

Введем  обозначение:

α=
Θ
рЕ

и  новую переменную  yсos =ϑ ,  тогда в новых обозначениях (и новых
пределах у переменной), используя тот же прием, что и при расчете сред-
него значения энергии, получим:

( ),1
α

ααα

αα

Lp
ee
eeppz ⋅=








−

−
+

=
−

−

где  функция ( )αL  носит имя ученого, разработавшего рассматривае-
мую теорию – имя Поля Ланжевена.

Умножая zр  на число диполей в единице объема, получим сред-
ний электрический момент диэлектрика в проекции на ось Оz.

Поведение вектора поляризации (или его проекции на ось ОZ)
полностью определяется поведением функции Ланжевена при разных
значениях ее аргумента. Проведем исследование поведения этой функ-
ции в двух предельных случаях: ..2;0~.1 ∞→αα



94

Случай  1 . При 0~α  разложим  экспоненту в  ряд Тейлора:
.1 αα +≈e В этом случае функция Ланжевена ( ) .0~0L Этот случай осу-

ществляется, если нет внешнего электрического поля или .1<<
Θ
рЕ

В

рассматриваем случае дипольные моменты структурных частиц не бу-
дут ориентироваться в определенном направлении и диэлектрик не про-
явит свойство поляризации, несмотря на то, что его частицы обладают
постоянным дипольным моментом.

Случай 2.  В очень сильном внешнем   электрическом поле или при
низких  температурах, когда выполняется  общее условие

,1>>
Θ
рЕ

функция Ланжевена стре-
миться к единице. Теорети-
чески все электрические мо-
менты структурных частиц
примут ориентацию внеш-
него поля. Это состояние
диэлектрика называют со-
стоянием полного насыще-
ния (полной поляризации)-
(Рис.4).

Аналоги энтропии и свободной энергии

Статистическая физика является более общей физической тео-
рией по отношению к термодинамике. Она дает обоснование основ-
ных положений термодинамики, вскрывая их физическое содержа-
ние на микроскопическом уровне.. Поэтому естественна постановка
задачи по раскрытию статистического содержания основных термо-
динамических понятий. Выше мы установили связь внутренней энер-
гии и температуры со структурным строением статистической сис-
темы. Теперь займемся нахождением аналогов энтропии и свобод-
ной энергии. А тогда мы сможем построить аналоги и остальных
термодинамических потенциалов.

При решении этой задачи воспользуемся статистическим ин-
тегралом:

Рис. 4.

L

α

1

0
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∫ Θ
−= dГEZ )exp( . (45)

Придадим ему еще один вид. Если произвести интегрирование по
всем координатам и импульсам, то получающаяся величина будет фун-
кцией как статистической температуры  ,Θ  так и некоторых внешних

параметров ia .Функциональную зависимость от статистической тем-
пературы и внешних параметров мы выразим посредством экспоненты:

−= exp(Z )
Θ
ϕ

, (46)

где функция ϕ  и является функцией внешних параметров.
Составим последовательно полные дифференциалы от двух пред-

ставлений статистического интеграла. Возьмем сначала выражение (45),
тогда

∫ 







Θ
−= .exp dГEddZ

Так как дифференцирование будет производится по статистичес-
кой температуре и внешним параметрам, то последовательность дей-
ствий дифференцирования и интегрирования можно изменить.
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Во втором слагаемом был изменен порядок действий, так как сум-
мирование и интегрирование - действия, независимые друг от друга.

  Теперь составим полный дифференциал, используя формулу (46):
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Приравняем оба выражения для полного дифференциала от ста-
тистического интеграла, умножив при этом обе стороны равенства на

2Θ  и одновременно разделив их на 







Θ
−

ϕexp , то есть на статистичес-

кий интеграл Z :
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Исходя из определения среднего значения любой физической ве-
личины:

∫ 







Θ
−⋅= dГEx

Z
x exp1

,

утверждаем, что первая дробь справа выражает среднюю энергию ста-
тистической системы, вторая же дробь – это среднее значение термоди-
намической силы (см. курс “Термодинамика”, раздел “Свободная энер-
гия”). Тогда предыдущее равенство можно переписать так:

,AddEdd Θ+Θ=Θ+Θ− ϕϕ (47)

где ∑=
i

iidaFAd -это усредненная элементарная работа всех термоди-

намических сил. Произведем элементарные перестановки членов:

.AdddЕ
+=Θ

Θ
−

ϕ
ϕ

Введем следующее обозначение:

,σ
ϕ

−=
Θ
− E

где  σ - это новая величина, смысл которой мы сейчас установим. Выра-
зим из последнего выражения функцию  ϕ  и составим ее полный диф-
ференциал:



97

.σσϕ ddEdd ⋅Θ−Θ⋅−= (48)
Подставим (48) в (47) и после сокращения подобных членов, полу-

чаем:

.AdEdd +=⋅Θ ϕ (49)
Сравним равенство (49) с объединенной формулой первого и вто-

рого начал (с основным термодинамическим тождеством):
dAdUdST +=⋅ (50)

 Учитывая, что члены, стоящие в правой части равенства(49), со-
впадают с термодинамическими величинами изменения внутренней энер-
гии системы  dU  и элементарной работой  dA , утверждаем, что и левые
стороны выражений (49) и (50) идентичны друг другу:

.σddST ⋅Θ=⋅ (51)
Но  kT=Θ , следовательно,

k
S

=σ . (52)

Отсюда следует, что величина  σ  с точностью до постоянного
множителя (постоянной Больцмана) совпадает с термодинамической
энтропией. Именно поэтому величину  σ  назвали статистическим ана-
логом энтропии.

Воспользуемся формулой, с помощью которой мы ввели аналог
энтропии:

σ
ϕ

−=
Θ
− Е

(53)

и перепишем ее так:

.Θ⋅−= σϕ Е (54)
Сравним это равенство с термодинамической  формулой для сво-

бодной  энергии:
F = U – T S.

Так как правые стороны являются аналогами, то отсюда непос-
редственно следует, что статистическим аналогом свободной энергии
является функция  .ϕ

Впервые мы встретились с этой функцией в формуле (46), введя
новое обозначение статистического интеграла. Теперь понятен смысл
этой функции, понятно, что она действительно должна зависеть от вне-
шних параметров.


