Метод Лагранжа





Для описания состояния механической системы можно задавать не только координаты и скорости частиц системы. Такие величины получили название обобщенных координат и сопряженных им обобщенных скоростей. Пусть система состоит из N  частиц, обобщенных координат должно быть sN, соответственно обобщенных скоростей  также будет sN, где s   -число степеней свободы системы частиц (числом степеней свободы называется число независимых переменных, которые необходимо задать для определения положения частицы или системы частиц в пространстве обобщенных координат и обобщенных скоростей ). Так в случае одномерного движения одной частицы, для описания ее состояния достаточно задать одну обобщенную координату (х) и оду обобщенную скорость �EMBED Equation.3���. Аналитическое соотношение , связывающее обобщенные координаты и обобщенные скорости  называется уравнением движения.


Для практического использования метода Лагранжа необходимо составить функцию Лагранжа  L  как функцию обобщенных координат, скоростей и времени:


		�EMBED Equation.3���


применив так называемый принцип наименьшего действия (принцип Гамильтона).


Согласно принципу наименьшего действия  для двух состояний механической системы в моменты времени  �EMBED Equation.3���  величина, называемая действием:		


		�EMBED Equation.3���				            	(*)


имеет наименьшее (минимальное) значение.


Составим уравнение Лагранжа для простейшего случая, когда система имеет одну степень свободы. Предположим, что мы определили  функцию �EMBED Equation.3���, которая является решением нашей задачи, она минимизирует функцию действия  S.  Если функцию  q(t) заменить на  �EMBED Equation.3��� то  функция  S  возрастет. Величину  �EMBED Equation.3��� будем называть вариацией, причем, по определению в моменты времени  �EMBED Equation.3���  вариации должны исчезнуть:


		�EMBED Equation.3���.						(**)


Определим изменение функции  S  при замене   �EMBED Equation.3���:


		�EMBED Equation.3���=


Разлагая подынтегральное выражение первого интеграла в ряд Тейлора и ограничиваясь первыми двумя членами разложения, получим:





		�EMBED Equation.3���


Равенство нулю вариации функции действия обусловлено принципом наименьшего действия.


Производя варьирование, получаем:


		�EMBED Equation.3���


Формально здесь два интеграла. Учитывая, что	�EMBED Equation.3���    возьмем второй интеграл по частям :


		�EMBED Equation.3���


Учитывая (**), опускаем первое слагаемое. Второй интеграл может равняться нулю при произвольных  �EMBED Equation.3���, если равно нулю подынтегральное выражение. И мы получаем уравнение-уравнение Лагранжа:


		�EMBED Equation.3���


Если система обладает  s  степенями свободы, то для каждой степени свободы мы получим аналогичное уравнение. Для решения этой системы дифференциальных уравнений необходимо задать начальные условия. Общее решение задачи будет содержать 2s  произвольных постоянных. Будем иметь ввиду, что функция Лагранжа, введенная согласно (*), определяет состояние материальной точки (или системы материальных точек) с точностью до полной производной от некоторой функции координат и скоростей. Это можно доказать, но мы примем это как постулат. Кроме того, функция Лагранжа обладает свойством аддитивности. Это легко установить, если рассмотреть функцию Лагранжа двух невзаимодействующих частиц. Кроме того, смысл этой функции не изменится, если ее умножить на некоторый постоянный множитель (при составлении уравнения Лагранжа эта постоянная сокращается).





