Задача двух тел





Задачей двух тел называют задачу о движении замкнутой механической системы, состоящей из 2-х взаимодействующих между собой точечных тел (частиц). В теоретическом отношении эта задача интересна тем, что, в отличие от задачи многих тел, допускает полное и точное решение в общем виде, Решение данной задачи лежит в основе небесной механики и теории свободного движения искусственных спутников, в основе классической теории столкновений и рассеяния частиц, Идеи, используемые при решении данной задачи, «работают» и атомной, и в молекулярной физике и т.д.


Рассмотрим замкнутую систему 2-х частиц с массами   �EMBED Equation.3���Допустим, что нам известна потенциальная энергия их взаимодействия как функция относительного расстояния   �EMBED Equation.3���, т.е.  �EMBED Equation.3���. Движение 2-х тел складывается из движения системы как единого целого и движения  частиц относительно их общего центра масс. Центр масс частиц движется относительно произвольной ИСО (лабораторной ИСО- «И-системы») прямолинейно и равномерно, так что 


			�EMBED Equation.3���


Отсюда видно, что задача 2-х тел есть, по существу, задача об относительном движении частиц, рассмотрение которой удобнее всего вести в  «Ц-системе» (СО «Центр масс»), т.е.  в подвижной ИСО, связанной с центром масс частиц. В этой ИСО уравнения движения частиц запишутся так:


		�EMBED Equation.3���.			(**)


Вычтем из первого уравнения  второе:


		�EMBED Equation.3���


�EMBED Equation.3��� носит название приведенной массы двух частиц.


Мы доказали, что задача о движении двух частиц относительно их общего центра масс сводится к эквивалентной задаче о движении некоторой фиктивной частицы с массой  �EMBED Equation.3��� во внешнем центральном поле  �EMBED Equation.3��� с центром в центре масс.


По определению   �EMBED Equation.3���Для центра масс (в СО «Центр масс»)  �EMBED Equation.3���откуда   �EMBED Equation.3���.


Беря производную по времени от последних двух равенств, находим:


�EMBED Equation.3���


�EMBED Equation.3���где   �EMBED Equation.3���  скорость фиктивной частицы массой  �EMBED Equation.3���.


Так как фиктивная частица движется в стационарном и центрально-симметричной поле, то ее полная энергия   �EMBED Equation.3���  и момент импульса  �EMBED Equation.3���  относительно центра поля, совпадающего с центром масс частиц   �EMBED Equation.3���, сохраняются:


�EMBED Equation.3���=Сonst.	


Легко убедится, что  �EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���  являются соответственно внутренней энергией и собственным механическим моментом системы двух реально существующих частиц.


Действительно:


�EMBED Equation.3���


Аналогично:


�EMBED Equation.3���


Рассмотрим некоторые частные случаи движения системы 2-х частиц в зависимости от соотношения их масс.


Случай 1. �EMBED Equation.3���(Солнце + планета, или водородный атом). В этом случае  �EMBED Equation.3���


В пределе  при �EMBED Equation.3���  движение сводится  к движению легкой частицы вокруг неподвижной тяжелой (в СО «Центр масс»).


Случай 2.    �EMBED Equation.3���. (двойные звезды, электрон +позитрон).


		�EMBED Equation.3���


частицы будут двигаться по круговой орбите друг за другом.











��		   �EMBED Equation.3���	�EMBED Equation.3���


��EMBED Equation.3�����	   		   .С		�EMBED Equation.3���


		�EMBED Equation.3���											





Качественное исследование движения 


в центрально-симметричном поле





Сведя задачу о движении двух тел к задаче о движении одного тела, мы пришли к вопросу об определении движения частицы во внешнем поле, в котором ее потенциальная энергия зависит только от расстояния  r  до определенной неподвижной точки. Такое поле называется центральным.


Сила  �EMBED Equation.3��� действующая на частицу, по абсолютной величине зависит при этом тоже только от  r  и направлена в каждой точке вдоль радиуса-вектора.


Как было показано выше, при движении в центральном поле сохраняется момент системы относительно центра поля.


Для одной частицы можно написать:


			�EMBED Equation.3���


Поскольку векторы  �EMBED Equation.3��� взаимно перпендикулярны, постоянство  �EMBED Equation.3��� означает, что при движении частицы ее радиус-вектор все время остается в одной плоскости – плоскости, перпендикулярной  �EMBED Equation.3���Таким образом, траектория частицы в центральном поле лежит целиком в одной плоскости.


Как было показано выше, момент количества движения в полярных координатах запишется так:


		�EMBED Equation.3���


������Для плоского движения одной частицы в центральном поле этот закон допускает простую геометрическую интерпретацию. Выражение  �EMBED Equation.3��� представляет собой площадь сектора, образованного двумя бесконечно близкими радиусами – векторами и элементом дуги траектории. Обозначив ее        	�EMBED Equation.3���


                                      где  �EMBED Equation.3��� - секториальная скорость.


Поэтому сохранение момента означает постоянство секториальной скорости: за равные промежутки времени радиус – вектор движущейся точки описывает равные  площади (это 2-ой закон Кеплера).





Анализ задачи.


Не выписывая уравнения движения, воспользуемся выражением для закона сохранения энергии:	


         	�EMBED Equation.3���


Откуда:


		�EMBED Equation.3���


Произведем разделение переменных и проинтегрируем:


		�EMBED Equation.3���		(*)


Учитывая, что из   �EMBED Equation.3���    следует   �EMBED Equation.3���  Подставив сюда  �EMBED Equation.3���  из выражения для   �EMBED Equation.3���   , находим:


		�EMBED Equation.3���			(**)


Формулы  (*) и (**) решают поставленную задачу в общем виде. Формула (**) определяет связь между  �EMBED Equation.3���, т.е. определяет уравнение движения.


Первая же формула (*) определяет в неявном виде расстояние r   движущейся точки от центра как функцию времени. Отметим, что угол  �EMBED Equation.3���  меняется со временем монотонно: из формулы  �EMBED Equation.3���  видно, что  �EMBED Equation.3���  никогда не меняет знака.


Введем эффективный потенциал:


		�EMBED Equation.3���


Значения   r,  при которых  �EMBED Equation.3��� определяют границы области движения по расстоянию от центра. При выполнении этого условия радиальная скорость  �EMBED Equation.3���  обращается в нуль �EMBED Equation.3���


Это не означает остановку частицы (как при истинном одномерном движении), так как  угловая скорость  �EMBED Equation.3���   не обращается в нуль. Равенство   �EMBED Equation.3���  означает  точку поворота траектории, в которой функция   �EMBED Equation.3���  переходит от увеличения  к уменьшению или наоборот.


Если область допустимого изменения  r  имеет две границы  �EMBED Equation.3���, то движение является финитным и траектория целиком лежит внутри кольца, ограниченного окружностями  �EMBED Equation.3���Это, однако, не означает, что траектория непременно является замкнутой кривой. За время, в течение которого   r  изменяется от  �EMBED Equation.3���  и затем снова до  �EMBED Equation.3���, радиус-вектор повернется на угол �EMBED Equation.3���, равный согласно соотношению (**):


		�EMBED Equation.3���


Траектория подобна «ромашке», угол между ближайшими «лепестками» и будет �EMBED Equation.3���


Условие замкнутости траектории заключается в том, чтобы этот угол был равен рациональной части от  �EMBED Equation.3���, т.е. имел вид:


		�EMBED Equation.3��� где числа  �EMBED Equation.3���целые числа.


Через  �EMBED Equation.3���  повторений этого периода времени радиус-вектор точки, сделав �EMBED Equation.3���  полных оборотов, совпадает со своим первоначальным значением, т.е. траектория замкнется.


Но такие случаи исключительны, и при произвольном виде функции  �EMBED Equation.3��� угол  �EMBED Equation.3��� не является рациональной частью от �EMBED Equation.3���. Поэтому в общем случае траектория финитного движения не замкнута. Она бесчисленное число раз проходит через минимальное и максимальное расстояние и за бесконечное время заполняет все кольцо между двумя граничными окружностями.


Существуют лишь два типа центральных полей, в которых все траектории финитных движений замкнуты. Это поля, в которых потенциальная энергия частицы пропорциональна  �EMBED Equation.3��� Первый случай рассматривается ниже, второй соответствует так называемому пространственному осциллятору.





�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���











