Первые интегралы уравнений движения


и законы сохранения





Состояние системы  n  частиц свободной механической системы полностью определяется заданием  3n  координат  3n   проекций скоростей всех частиц, входящих в данную систему. В процессе движения эти переменные изменяются. Тем не менее , можно указать такие функции времени, координат и скоростей, которые при движении сохраняют постоянные значения, определяемые начальными условиями:


			�EMBED Equation.3���


где  Const�EMBED Equation.3���	


Эти функции   �EMBED Equation.3���	называются 1-ми интегралами движения. Их число  �EMBED Equation.3���и точно равно 2n, если возможно полное разделение переменных в дифференциальных уравнениях движения.


Наряду с 1-ми интегралами движения у механических систем существуют и вторые интегралы движения, которые являются функциями времени, координат всех частиц и постоянных интегрирования  �EMBED Equation.3���.Совокупность  6n первых интегралов и  3n  вторых интегралов движения эквивалентна системе уравнений движения.


Отдельные первые интегралы движения имеют глубокий физический смысл и связаны со свойствами симметрии пространства и времени. Эти первые интегралы движения выделяют в отдельную группу и называют законами сохранения. Все эти интегралы движения обладают свойством аддитивности. Сохранение этих величин не требует анализа уравнений движения.





Закон сохранения импульса материальной точки





Импульс материальной точки определяется так:


			�EMBED Equation.3���.


2-й закон механики можно записать так, как это сделал сам И.Ньютон:


			�EMBED Equation.3���


Если проекция силы на неподвижную ось в любой момент времени равна нулю, то проекция импульса на эту же ось сохраняется. Например, пусть �EMBED Equation.3��� В общем случае , если �EMBED Equation.3���то и  �EMBED Equation.3���Это и есть закон сохранения импульса точки.





Закон сохранения момента импульса точки





Этот закон также является следствием 2-го закона Ньютона. 


Введем новые физические величины – момент силы, определив ее следующим образом:


			�EMBED Equation.3���,


и момент импульса:


			�EMBED Equation.3���


Умножим формулу 2-го закона Ньютона векторно слева на радиус-вектор точки:


			�EMBED Equation.3���


Преобразуем левую сторону равенства, учитывая, что масса точки – величина постоянная, и то, что �EMBED Equation.3���:


		�EMBED Equation.3���.


Итак, 	�EMBED Equation.3���


Это векторное равенство можно представить в виде трех скалярных. И если проекция момента импульса на некоторую ось равна нулю, то проекция момента импульса на эту ось сохраняется во времени:


Если             �EMBED Equation.3���


Однако не обязательно  , чтобы сила (или ее проекция) равнялась нулю, чтобы момент силы равнялся нулю. Действительно, пусть ось Оz  параллельна силе , тогда �EMBED Equation.3���С другой стороны,  �EMBED Equation.3���Отсюда следует, что �EMBED Equation.3��� Таким образом, проекция момента импульса на направление силы сохраняется,  что дает один первый интеграл движения.


Другой случай: сила не равна нулю, а момент импульса сохраняется. Имеется ввиду случай центральной силы. Если центр сил выбрать за начало системы координат, то момент силы относительно этой точки равен нулю, поэтому  �EMBED Equation.3��� Однако не все три проекции момента импульса независимы друг от друга, так как они связаны соотношением:


			�EMBED Equation.3���


где использовано условие циклической перестановки смешанного произведения. Следовательно, независимы только две проекции момента импульса, т.е. имеется только два первых интеграла движения. Важно подчеркнуть, что под действием центральной силы точка  всегда движется по плоской траектории. Действительно, составим		�EMBED Equation.3���


где учтено условие цикличности смешанного произведения.


Плоскость траектории проходит через центр силы и перпендикулярно постоянному моменту импульса точки     �EMBED Equation.3���.


Для свободной изолированной материальной точки всегда выполняется закон сохранения момента количества движения : �EMBED Equation.3���


Выразим момент импульса точки через секторную скорость, которая определяется равенством:		�EMBED Equation.3���	тогда  уравнение �EMBED Equation.3���	запишется так:


			�EMBED Equation.3���


И если  �EMBED Equation.3��� то  �EMBED Equation.3���  Это означает, что проекция  �EMBED Equation.3��� на плоскость, перпендикулярную оси Oz, описывает (обметает) одинаковые площади за любые одинаковые промежутки времени. Мы получили так называемый интеграл площадей.








Закон сохранения и превращения энергии материальной точки


Получим закон изменения кинетической энергии из уравнения 2-го закона Ньютона    �EMBED Equation.3��� Для этого умножим скалярно обе части этого равенства на элементарное перемещение  �EMBED Equation.3���      


		 �EMBED Equation.3���


Справа стоит выражение для элементарной работы. Преобразуем левую сторону равенства.


		�EMBED Equation.3���


где  �EMBED Equation.3���  -кинетическая энергия точки.


Итак,		


		�EMBED Equation.3���.				                                (*)


Дифференциал кинетической энергии точки равен элементарной работе силы, действующей на точку.


Разделив (*) на dt, получим  


		 �EMBED Equation.3���


 Изменение кинетической энергии точки за единицу времени равно мощности силы, действующей на точку.


Выше мы ввели потенциальные силы, потенциальную функцию, потенциальную энергию. Если сила явно не зависит от времени, то при фиксированном положении точки ее потенциальная энергия не изменяется во времени, т.е. 


		�EMBED Equation.3���                                                                               (**)


Определим полную механическую энергию точки :  E=T+U . Учитывая (**),можно записать так:		�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���


Изменение полной механической энергии точки за единицу времени равно мощности сил, действующих на точку.


  Если мощность сил, действующих на точку, равна нулю, то полная механическая энергия точки сохраняется во времени. Это утверждение выражает закон сохранения и превращения механической энергии. Говоря о превращении механической энергии, мы имеем ввиду изменение компонент полной энергии: при сохранении полной энергии кинетическая энергия может увеличиваться за счет потенциальной и наоборот.


Условие   E=Const  является первым интегралом движения, который позволяет, не отыскивая решения уравнений движения, определять величину скорости как функцию положения точки.





